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INWERSJA

Ciekawym przekształceniem płaszczyzny jest inwersja. Przekształcenie to można omówić w klasach z rozszerzonym programem matematyki lub na zajęciach fakultatywnych z matematyki, będzie to powiększenie zbioru przekształceń poznawanych przez ucznia.

Przedstawienie tego przekształcenia w ujęciu analitycznym wyrabia umiejętności stosowania współrzędnych do dowodzenia własności oraz szukania równania obrazu lub przeciwobrazu  danej figury w danym przekształceniu.
Inwersję a także inwersję z symetrią można wykorzystać w teorii krzywych wyższych rzędów.

Przekształcenie jest proste do pokazania na płaszczyźnie i daje satysfakcję uczniom, rozwija wyobraźnię i stanowi zachętę do poszukiwań obrazów inwersyjnych..

Więcej na temat inwersji można przeczytać w pracy :

R.Courant, H. Robbins, „Co to jest matematyka”, PWN 1962, oraz

Olimpiada Matematyczna, W-wa 1997 .

PRZEKSZTAŁCENIA INWERSYJNE
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Z definicji wynika bezpośrednio, że:
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Rys. (1.b)

Poprawność konstrukcji wynika z faktu, że trójkąty: 
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czyli zachodzi warunek (1.1).


Na płaszczyźnie wprowadzamy układ współrzędnych 
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Z definicji warunek na inwersję możemy zapisać w postaci iloczynu skalarnego:
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przy czym wektory 
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Ponieważ 
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Wyznacznik układu (1.3) jest  różny od zera:
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Układ (1.3) jest oznaczony. Rozwiązaniem (1.3) jest:
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Twierdzenie1. Współrzędne 
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Łatwo zauważyć, że: 
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. Rozwiązując (1.3) jako układ równań liniowych o niewiadomych 
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Z (1.4) i (1.5) mamy:

Wniosek. Inwersja jest przekształceniem samo do siebie odwrotnym.
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Wówczas pierwsze równanie zachodzi tożsamościowo, a drugie równanie jest postaci:
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Stąd mamy:

Wniosek. Punkty stałe w inwersji względem K
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gdzie:
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i (1.6) określa okrąg lub punkt, lub zbiór pusty.

Zakładamy, że (1.6) określa okrąg lub prostą. Równanie określające zbiór L
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Wniosek. Obrazem inwersyjnym okręgu

a) nie przechodzącego przez środek okręgu inwersyjnego jest okrąg

b) przechodzącego przez środek okręgu inwersyjnego jest prosta nie przechodząca przez środek okręgu inwersyjnego
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Wniosek. Obrazem inwersyjnym prostej


a) nie przechodzącej przez środek okręgu inwersyjnego jest okrąg przechodzący przez środek okręgu inwersyjnego

b) przechodzącej przez środek okręgu inwersyjnego jest ta sama prosta.

Dowód. Przy 
[image: image93.wmf]0

=

A

 z (1.6) mamy:


[image: image94.wmf]0

=

+

+

D

Cy

Bx








(1.8)

   a z (1.7) jest
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 Przy 
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Zadanie 1.Wyznaczyć obraz i przeciwobraz trójkąta wpisanego w okrąg w inwersji względem tego okręgu.

[image: image157.png]A llﬂ
















  y






C










 x




A



B
Rozwiązanie. Przyjmujemy układ współrzędnych 
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 Równania boków trójkąta są postaci:
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Ze wzorów (1.4) i (1.5) mamy:
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po przekształceniach jest:
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Jest też:
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otrzymujemy równania okręgów o promieniach r. W tak określonej inwersji obrazem trójkąta 
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 Dla dowolnego trójkąta wpisanego w okrąg równania boków można zapisać w postaci:
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ze wzorów (1.4), (1.5) mamy:
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Wyznaczymy równanie przeciwobrazu, wstawiając wzór (1.4) do równania prostej
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Otrzymaliśmy równanie okręgu. Zatem przeciwobrazem trójkąta 
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 w inwersji względem okręgu opisanego na tym trójkącie będą te same łuki.

Zadanie2.Wyznaczyć obraz i przeciwobraz trójkąta opisanego na okręgu, względem tego okręgu.
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Równania boków trójkąta mają postać:
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Z (1.4) i (1.5) mamy po przekształceniach:
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Otrzymaliśmy równania okręgów o promieniu 
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.Obrazem boków trójkąta są łuki tych okręgów, mające wspólne punkty na osiach symetrii trójkąta. Z własności inwersji wynika, że obraz i przeciwobraz trójkąta w tym przekształceniu jest tej samej postaci.

[image: image158.png](R

v











     y





         C











   x



    A





B
    
Zadanie3. Wyznaczyć obraz i przeciwobraz kwadratu wpisanego w okrąg, względem tego okręgu.
Rozwiązanie. Niech wierzchołki kwadratu
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[image: image134.wmf]XOY

, wówczas jest:


[image: image135.wmf](

)

(

)

(

)

(

)

r

D

r

C

r

B

r

A

;

0

,

0

;

,

;

0

,

0

;

-

-

.

Równania boków kwadratu są postaci:
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Z (1.4) i (1.5) mamy:
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Otrzymaliśmy równania okręgów o promieniach długości 
[image: image138.wmf]2
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r

. Na podstawie wzoru (1.4) i z własności inwersji wiemy, że obrazem i przeciwobrazem kwadratu wpisanego w okrąg w inwersji względem tego okręgu są łuki okręgów przedstawione powyższymi równaniami. 
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Zadanie 4.Wyznaczyć obraz i przeciwobraz kwadratu opisanego na okręgu, w inwersji względem tego okręgu.

Rozwiązanie. Niech boki kwadratu
[image: image139.wmf]ABCD

 będą równoległe do osi układu 
[image: image140.wmf]XOY

 i styczne do 
[image: image141.wmf])

,

(

r

O

K


Równania boków kwadratu 
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 o wierzchołkach 
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, są postaci:
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Z (1.4) i (1.5) mamy:
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a zatem ,obrazem kwadratu opisanego na okręgu w inwersji względem tego okręgu są łuki okręgów o promieniach długości 
[image: image146.wmf]2
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, leżące wewnątrz okręgu inwersyjnego. Łuki tych okręgów mają punkty wspólne na przekątnych kwadratu. Przeciwobraz kwadratu opisanego na okręgu w inwersji względem tego okręgu jest, na podstawie własności inwersji, tej samej postaci.
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Zadanie 5.Wyznaczyć obraz i przeciwobraz dowolnego prostokąta, w inwersji względem okręgu.
 Rozwiązanie. Równania boków prostokąta stycznych do okręgu, równoległych do osi
[image: image147.wmf]OX

 są postaci: 
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. Równania boków równoległych do osi 
[image: image149.wmf]OY

 są postaci:
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Z (1.4) i (1.5) mamy odpowiednio równania obrazów boków stycznych do okręgu w postaci:
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po przekształceniu jest:
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Równania obrazów boków równoległych do osi 
[image: image153.wmf]OY

, są postaci:
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Z własności inwersji jest, zatem: obrazem i przeciwobrazem prostokąta, leżącego na zewnątrz okręgu, w inwersji względem tego okręgu są łuki okręgów leżące wewnątrz okręgu inwersyjnego.
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